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Questa memoria è specialmente destinala a servire di richiamo ad altre 
nostro ricerche, onde agevolarne la lettura a' più giovani e mcn provetti 
lettori, e non esitiamo ad atrermare che essa è quasi un complemento 
indispensabile alla teoria delle equazioni binomio. Fu nostro intendi- 
mento di porre in rilievo talune interessanti proprietà di sifTattc equa- 
zioni in parte nuove, ed in parte conosciute, ma trascurate anche nc'trat- 
tati i più estesi di algebra, e sopratutto ci siamo studiali di svilupparle 
per le vie le più semplici ed elementari. 

Le equazioni binomio che qui consideriamo sono esclusivamente quelle 
della forma : 

1 — 1 ”= 0 ; 

e la memoria è ripartita io due sezioni. Nella prima, in due articoli, sono 
riassunte diverse proprietà dc’numeri, alle quali in seguito avremo bisogno 
di richiamarci continuamente, dispensandoci tuttavia dal dimostrare quelle 
che sono assai comuni, e che i giovani studiosi certamente non debbono 
ignorare. La seconda sezione versa propriamente sulle equazioni binomio, 
ed è divisa in quattro articoli; trattasi nel primo di alcune proprietà dello 
radici primitive; nel secondo della risoluzione di funzioni binomie in fat- 
tori irriduttibili; nel terzo delle somme delle potenze simili delle radici 
primitive; e nel quarto articolo finalmente di alcune trasformazioni di 
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cui sono suscettibili le Tunzioni razionali di radici primitive, sia intere 
sia rriille. 

Tra le proprietà do’numeri considerato nella prima sezione si annovera 
la legge ili reciprocità, estesa, secondo un concetto più generale di Jacodi, 
a due numeri impari, primi tra loro: concetto divenuto in seguito fe> 
condo di ammirabili risultamcnti tra le mani del DmiciiLET. Siccome que- 
sta legge più generalo verrà spesso applicata nelle nostro ricerche , e 
d'altra parte essa non venne ancora trasportata in libri accessibili a' gio- 
vani, siamo stati obbligati a farne una esposizione completa, c dichia- 
rarla in tutte le parti. L'unica fonte da potersi consultare a tal riguardo 
sarebbero le eccellenti lesioni sulla teoria de' numeri dello stesso Dirichlet 
{Vorlesungen i'éer dieZahlenTheorie, herausgegeben von Dedekind-Braun- 
schweig, 18G3); ma quest'opera presenta al maggior numero la difficoltà 
della lingua. Ora siamo in debito di dichiarare che la nostra esposizione 
di sitTatta teoria è tolta quasi integralmente dall'opera citata del Dirichlet. 

SEIIONC I. 


ì.'oiic.'ii relativo alla icoria do’r.’omer; 


ARTICOLO i' 

Alcune proprietà de' numeri. 

1 . S'indichi con ?(fn) il numero che esprime quanti sono i numeri infe- 
riori al dato numero m, c primi con esso: numeri tra’quali bisogna sem- 
pre comprendere l'unità. Risolvendo il numero m ne' suoi fattori primi 
0 supponendo : 

*, “» *1 *f 

*>»=p, p. p, ...p. , 

dove p, , p,, . . ., /). sono numeri primi disuguali, si ha com’è ben noto: 

r(m) (l _ ±)(l - ±) . . . (t - .1 ) , 

0 sotto altra forma : 

n”* ■* 

p,p,...j), 

c se pongasi 

(t) m = kp,p,...p,. 
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si avrà più coinpcndiatamcnte 

(2) y(m)=k(p-i)(p.-l)...(p,-l). 

Per esempio, dando ad m i valori 2, 3, 4, 5, 6, etc: , si trova 9(2j = t, 
9(3)=2, 9(41 = 2, 9(5)=4, 9(6)=2, eie: ; ma occorre di por mente ad 
una eccezione che ha luogo per w = l , dappoiché allora la formola da- 
rebbe 9 (t)= 0 , mentre, come già si è detto, tra’ numeri inferiori ad un 
dato numero e primi con esso va sempre compresa l’unità; ed è perciò 
che in tal caso bisogna ritenere 9 (i)=t. 

Gioverà notare che, se m 6 della forma ni=p,p,. . .p_ , si ha />=! ; c 
l’espressione di 9 (m] si riduce a: 

rH=(P.-l)(P.—l). ••(?,— 1) • 

E se m è numero primo si ha semplicemente; 

r(m) = in — i . 

In generale, essendo k intero, e primi i numeri p,,p. è chiaro 

che 9 (m) è numera pari, eccetto i casi di m=l ed m=2; pe’quali si ha 
9(i)=l C9(2)=I, 

2. E, salvo il caso di m=l, il numero de’ termini risultanti dallo svi- 
luppo della espressione di 9 (m) è sempre pari ed uguale a 2". È poi ma- 
nifesto che questi termini sono per una metà positivi, e per l'altra metà 
negativi. 

Tra questi termini , fatta astrazione da’ segni , ve n' ha due , k e 
kp,p,...p,, l’uno più piccolo, l’altro più grande di tutti; ed in quanto ai 
segni quello del primo è evidentemente definito dal simbolo ( — 1)’, men- 
tre il secondo è sempre positivo. Inoltre, essendo m=kp,p,...p^, risulta 
che il termino più grande equivale allo stesso numero m. 

3. Ogni termine dello sviluppo divido esattamente il termine più 
grande, cioè il numero ni; ma può ancora dividere altri termini, cd im- 
porta di determinare la parte di 9 (m) formata co’ soli termini divisibili 
per un termine assegnato. Considerando per esempio il termine kp^p^...p^ 
e supponendo che gli elementi mancanti in questo termine a compimento 
della icrie p,p„ ... ,p, siano rappresentati da p,,p,,...,p., l’espressione 
di 9 (m) si potrà mettere nella forma 

(3) v(*«)=k(p.-l)(p,-l)...(p, -t)X(P-l)(P-i)--(P -1) . 

ed è chiaro che la parte di 9 (m) divisibile por .p,è ciò che diviene 
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l'uUima espressione sopprimendo il secondo termine, — 1, da ciascuno 
de'bioomii — 1 , — 1 , ,p, — 1. Questa parte è dunque : 

(*) : 
e nc risulta die: l termini dello sviluppo di $(m) divisimi per un termine 
qualunque dello stesso sviluppo sono in numero pari, metà positivi, metà ne- 
gativi. Tuttavia è da eccettuare il caso, in cui il dato termine fosse il 
termine più grande kp,p,.. .p^ — m, essendo esso il solo che sia divisi- 
bile pel termine medesimo. 

4. Quantunque ogni termine dello sviluppo di ^(m) sia un divisore di 
m, non ogni divisore di m è reciprocamente un termine dello sviluppo; 
ma è sempre vero che: qualunque fattore di m è divisore anch'esso di un 
numero pari di termini dello sviluppo di 9 (m) ; e questi termini sono tuttavia 
per una metà positivi, e per l'altra metà negativi. In effetti, se s'indica con 
d un divisore di m, e con kp p,...p, il più piccolo (in valore assoluto) tra 
tutt’i termini dello sviluppo, che sono divisibili perd, seguo dal numero 
precedente che la parte dello stesso sviluppo costituita con tutt'i termini 
divisibili per d sarà ancora espressa dalla formola (-i); e quindi emergo 
la proprietà che abbiamo enunciata. . 

5. Da ultimo sia r un numero qualunque intero, ed osserviamo che tra 

i termini dello sviluppo di f(m), vi possono essere, e possono non es- 
servi di quelli che dividono il numero r; ma, ammesso che ve no siano, 
cercheremo la parte di $(m), che tutti li comprendo. Sia kpjp^...p, il più 
grande di questi termini; allora l'espressione di f(m) si potrà mettere 
nella forma (4), ed è chiaro che la parte della detta espressione, costituita 
da tutti que' termini, è ciò che essa diviene sopprimendone gli ultimi bi- 
nomii p^ — 1 — 1 . Quindi, supposto che gli clementi p,p,---p, 

siano in numero di X, questa parte verrà rappresentata da; 

ovvero 

(_!)• k(t _p^). . . (1 , 

0 di qui si raccoglie una proprietà analoga alle precedenti cioè, che; se 
tra’termini dello sviluppo di p{m) ve n'ha di quelli che divUlono un numero 
dato, essi saranno in numero pari, metà positivi, metà negativi. 

G. Tra le proprietà che si rapportano alla funzione f(m) dobbiamo ram- 
mentare le seguenti : 

I. Se si cercano tutt'i divisori di un numero m, compresa l'unità, e lo 
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steuo m, « jiiindi per ogni divigore ei determini U numero che esprime 
guanti sono i numeri inferiori e primi ad esso, la somma di tutt'i numeri 
determinati in tal modo i sempre uguale allo stesso numero m. 

Cos\ i divisori di 12 essendo 1,2,3,4,6,12, dovrà essere; 

e di falli, siccome ^(l)— 1 , 9 ( 2 ) = 1 , 9 ( 3 ) = 2, 9 ( 4 )= 2 , 9 { 6 ) = 2, 
9 {I 2 )= 4 , si trova l-(-l-f-2-+-2-(-2-(-4=12. 

II. Se m=ab . . . 1 , ed a, b 1 siano numeri gualunque interi, primi 

tra loro , si ha : 

r(m) = y(a),(6)...,(l). 

III. La somma di tutt’i numeri inferiori ad un dato numero m, e primi 
con esso , é un multiplo di m espresso da-m . 9 (m). 

Immaginiamo ripartili i numeri inferiori e primi ad m in due serie di 
ugual numero di termini, di guisa die ciascuna ne comprenda un nu- 
mero espresso da c siano a,i, i termini di una delle due 

serie. Ora è noto die se un numero a è primo ad un numero m, anche 
il numero m — a è primo allo stesso m; e da ciò risulta che i termini 
dell'altra serie potranno esprimersi con m — a,m — t, ...,m — l. Così 
la somma de' numeri inferiori o primi ad m si avrà nella somma di tutti 
i termini di queste due serie, e dessa equivale evidentemente a . m. 

Supposto per un esempio m=l2, si ha 9(12)=4. Ora i quattro nu- 
meri inferiori a 12 e primi a 12 sono 1 , 5, 7, 11, e la loro somma è in 
elTetti uguale a 2.i=~12. 4=^12. 9 ( 12 ). 

Questa proposizione cade in difetto pe'casi di m=l ed m=2, po' quali 
si ha 9 (t) = l e 9 ( 2 )= 1 . 

IV. Se a ed m sono numeri qualunque, primi tra loro, la differenza 
a*'"’ — 1 i divisibile per m. Questa proprietà, che costituisce il notissimo 
teorema di Fermat (generalizzalo), si traduce nella congruenza: 

(mod. m) , 

la quale, se m è numero primo , diviene: 

u""* = l (iiiod. m) . 
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7. Esporremo da ultime una proprietà di altro genere, che avrà ben 
presto una importante applicazione. 

Se si dinoia con R un numero im/tari, risolvendolo in fattori qualunque 
f, 1 I r,,..., dovranno sussistere le due relaiioni ; “’j 


(S) 

R — 1 _ 

r,—i 

r.-d 

o 

2 

2 

(6) 

R’— 1_ 

r. — i 

r‘— 1 

8 ~ 


8 


(mod. 2) 


— H.. . (mod. 2) . 


In clfetti, essendo R=r,r,r,... ed R’^rjr’r;... , questo espressioni 
si potranno mettere nella forma : 

R =(1 4-(r.-l))(lH-(r.-t))(l+(r,~i))... . 

... : 

e quindi; immaginando sviluppate le moltiplicazioni, si deducono age- 
volmente le due congruenze; 

(7) R =1 -‘-(e,— l) 4 -(r,— 1)-|-... ( mod. 4) 

(8) R'=l-l-(e|— d)-t-(r’— t)-|-(r'— 1)-| (mod. 6i) 


la prima delle quali risulta pel fatto clic, essendo dispari i numeri r,, 
r,, r,,..., le differenze r, — 1 , r, — 1 , r. — ! ,... sono numeri pari, c 
perciò divisibili per i i loro prodotti a due a due, a tre a tre, etc.; ed 
in quanto alla seconda si terrà presente cbc.pcrun principio conosciuto, 
lo differenze rj — \ , r\ — 1 , zi — 1 , ... sono divisibili per 8; sicché i loro 
prodotti a due a due, a tre a tre, etc: io saranno per G4. 

Ora dalla (7) segue immediatamente la congruenza (5); e dalla (8) ver- 
rebbe : . , , 

R— l_r,— 1 r.— 1 r,—ì 

8 ~ 8 8 8 


- -t- -i- . . . (mod. 8); 


ma questa essendo vera, con più ragione lo è la congruenza (6). 

Le due congruenze dimostrate possono ricevere le forme più concise: 


R-1 r-\ 

2 2 


(mod. 2) , 


u — " a 


(mod. 2) 


intendendo esteso il £ a tutt’i valori di r figurati da’ fattori di R, cioè 
r., r., r.,... 


*> Dikichlet, open eiUU, | 46. 
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ARTICOLO 2° 

Intorno a' resti guailratici ed al «ini6o/o di Leck.ndre 
generaliiialo da Jacodi. 

8. Bisogna qui rammentare le condizioni perchè un numero intero n, 
positivo o negativo, sia resto o non-resto quadratico di un numero p, in- 
tero e positivo; o, in altri termini perchè sia possibile o impossibile la 
congruenza quadratica: 

®* = n (mod. p) . 

Supposto che il modulo;! sia un numero primo, ed n non divisibile per 

p, si sa che il più piccolo resto della divisione di n * per p è sempre nu- 
mericamente uguale ad 1 , potendo esser poi positivo ii negativo ; c que- 
sto resto, secondo una notazione introdotta da Lecendre, si rappresenta 
col simbolo il quale adunque non esprime che due soli valori, ±1. 
Ma è nolo d'altra parto che il numero n è resto o non-resto quadratico di 

p secondochè la divisione n‘ : p d,1 per resto -t-1 o — 1; dunque le con- 
dizioni richieste si riducono rispettivamente allo duo equazioni: 




-Hi 


ed 




vale a dire: sarà n resto quadratico di p, se ^ 1 ; e sarà non-resto, se 

0 =-^- . ' 

9. In ciò che precede il numero primo p può anche supporsi negativo, 

a patto però che nell'esponente della potenza n* si consideri sempre il 
valore assoluto di p; ma da ciò poi segue che il segno di p non ha influen- 
za sul valore del simbolo descritto, di guisa che si ha = 

10. Il valore di questo simbolo si determina facilmente senza sviluppare 

t=l 

l'espressione »* :p; ma perciò bisogna ricordare i principi! che regolano 
questa interessante ricerca. 

I. Il prodotto di più numeri interi, positivi o negativi, uguali o disuguali, 
niun de’ quali sia divisibile per p, sarà resto o non-resto quadratico di p, se- 
condochè è pari 0 impari il numero de' fattori non resti delio stesso p. 
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Posto die a,b,c,... siano i fattori del prodotto, questo principio si 
traduce nella formola 

Per due fattori uguali si avrebbe = ; per tre, 

^ ®*'®> generale, si ha ^^^=-+-1, se 

« è numero pari; cd se » è dispari. 

Dopo ciò supponendo n=o“ò*d.. . , cd a,b,c,... numeri primi di- 
suguali, si avrebbe in virtù della proposizione generale: 

(;) = (?)(?)(?)- 


ma quindi, potendo sopprimersi quc'simboli in cui figurano esponenti 
pari, e ridurre all’unitù gli esponenti dispari, segue che la determinazione 
del simbolo (^) si riduce alla determinazione de' simboli più semplici 

iu®ll> soli tra essi in cui figurano fattori primi del 

numero n, affetti in questo numero da esponenti dispari. Per esempio, 
se n=aòVd‘, sarà (j) = (^){^) ■ 

II. Due numeri eon^riii secondo il modulo p sono ad un tempo o entrambi 
resti quadratici di p, o entrambi non-resti. 

Quindi, se nel simbolo (^) il numero n sia più grande di p, si potrà 
renderlo più piccolo, sostituendogli il residuo della divisione di n perp; 
c, generalmente con maggior vantaggio, il residuo più piccolo. 

III. Due numeri uguali e di segni contrarii sono o resti entrambi, o en- 
trambi non-resti quadratici di p, sepè della forma Al contrario, se p 
è della forma 4i-t-3, l’uno de'due numeri sarà resto, e l’altro non-reslo. 

Vale a dire, se p~ii-p-i , sarà e se p=4i-i-3, sarà 

<7)=7(P;.. , ' 

IV. Tra principi! essenziali nell’attuale ricerca bisogna annoverare i 
seguenti casi particolari : 
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Il numero 1 è resto quadratico di p, qualunque sia p; e perù si ha sempre 

Il numero —1 i resto quadratico di ogni numero primo detta forma ii+i ; 
ed i non-resto di ogni numero primo delta forma 4Ì+3. Vale a diro si ha: 

l , se p—ii-i-i , — 1 , se |)=1 ìh-3 ; 

ma i dué casi si possono riassumere nella forinola unica ^=(—1) * . 

Il numerai é resto quadratico di ogni numero primo di una delle due for- 
me 8i-f-l ed 8Ì-V-7 ; ed i non-resto di ogni numero primo di una delle due 
forme 8i-|-3 ed 8 ìh- 5. Vale a dire si ha: 


1 , se p=8i“i“l 8t-t-7 ) 1 se p^8i— h3i1=8Ì“1“5j 


r*-> 


0 , con una formola sola, (-)=( — 1) " 

V. Ma il principio, che veramente dcnniscc la quislione, si ha nella 
memorabile relazione tra due numeri primi scoverta da Legendrb, c de- 
signata sotto il nome di legge di reciprocità, la quale si riassume nella 
seguente proposizione: Se a e b sono due numeri primi impari, ed uno al- 
meno della forma 4i-(-l , sarò ; e se sono entrambi della for- 

ma 4Ì-I-3, si avrà 
nella formola unica : 


I due casi si riassumono ancora 


«-< t-t 

= {-l)* ■ * . 


11. Da questi principii risulta un algoritmo semplicissimo per deter- 
minare il simbolo E dapprima, se il termine superiore è più grande 
dell’inferiore, si renderà più piecolo, mediante il principio 11. Indi, se 
il superiore è numero composto, si risolverà ne' suoi fattori primi, per 
ridursi secondo il principio I a simboli più semplici, ne’ quali i termini 
sono numeri primi ed ì superiori più piccoli degl’inferiori. A questo punto 
si applicherà ad ogni simbolo la legge di reciprocità, scambiando in cia- 
scuno i due termini tra loro, per quindi rendere ancora i superiori più 
piccoli degl’inferiori. E cosi, continuando a ripetere il procedimento a 

* 
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riguardo de’nuovi simboli, è chiaro che dovrà finirsi a simboli nc’ quali 
i termini superiori saranno ±1 o ±2; ed allora la quislionc verrà riso- 
luta da’ teoremi del n“ IV, lenendo conto ove occorra del n“ III. 

Eqcsqqìo — Valore del simbolo — Essendo 266=2. 7. 19 si ha 
dapprima 


(???)=( IH') 

'523' '523'V523''523/ ■ 


Ora siccome 523=8i-t-3, segue dal teorema IV: 



Inoltre, 7 e 523 essendo entrambi della forma 4i+3, si ha 



ma, pel principio III, (■ 7 ") = ~(^)> ^ P®' • Perchè 

7 =8i-t-7; dunque = — 1 ; o perciò risulta: 



In fine, poichò i numeri 19 e 523 sono ancora entrambi della forma 
4Ì-I-3, sarà ; ma, pel principio III, si ha 

= — (■^) = — 1 • perchè 9 è un quadrato ; dunque : 

(523' 

e quindi risulta {|^)=( — ^)("l"l)('+^)= — * ì ® 266 6 non- 


resto di 523. 

12. Le operazioni per determinare il simbolo di LeceNDRE si possono 
considerevolmente abbreviare quando si accordi a questo simbolo un 
significato più largo attribuitogli da Jacori , e che risponde alla seguente 
quistione. Sia P un numero impari, risultante dal prodotto de' numeri primi 
P. 1 P« I P> 1 • • • > fd min numero qualunque primo a P; determinare se n sia 
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non-reslo quadratico di un numero pari o di un numero impari di fattori pri- 
mi di P, cioè se il prodotto (~}(~}(^^ =-t- 1 , o = — 1. Questo 

prodotto in ciò che segue verrà rappresentato col semplice segno ; 
se n fosse resto quadratico di P, e quindi anche di ciascuno de' fattori 
Pii P.tPif. I essendo in tal caso (^) = (^) = ^ = . . .=-t-l , ne 

risulta (p^=H-l ; ma, supponendosi invece ^p)=-|-l , non può reci- 
procamente inferirsene che n è resto di P, perchè se è resto di un nume- 
ro pari di fattori di P, come o due, o quattro, o sci, ctc:, si ha tuttavia 
^p)=-»-l, ma ciò non dimeno n sarà non-rcsto di P. Adunque il simbolo 

(p) , sempre uguale a ±1 , non più esprime le condizioni perchè » sia 
resto o non-resto quadratico di P, ma esprime invece le condizioni perchè 
» sia non-reslo di un numero pari o di un numero impari di numeri pri- 
Pi I P>i P< I ■ • ■ i È questo appunto il significato attribuitogli da 
Jacobi. Nel caso il più semplice, in cui P è numero primo impari, il 
significato del simbolo secondo Jacooì ritorna a quello attribuitogli da 
Legendhe. 

Avuto riguardo alla generalità delle formole conviene avvertire che, 
nel caso di P=l, è da tenersi = Ed oltre a ciò, se n 

non sia primo a P, sarà 

13. Dalla dcfìnizionc del simbolo risultano le seguenti proposi- 
zioni. 

I. Sia n un numero primo a due numeri impari P e Q; sarà: 

(f)(T)=(p«)' 


In fatti, supponendosi P=p, p.p, Q = ?, 9, ?.i ••• i dove p,. 

Pii • ■ ■ I 9ii aono tutti numeri primi, si avrà conformemente alla 

definizione: 


(R)-(^)(K)(i)-(r)(l:)(ir)--(r)(T)- 


li. Siano a, è , c, . . . , numeri qualunque primi a P ; sarà: 
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In efTetli si ha ancora per dellnizione: 


(t)=(kXt:)(7:)- 
(T)=(7r)(i:)(K) ■ 
(ì)-(t;)<7:Kì)- 

etc; eie: eie; 


Moltiplicando queste equazioni tra loro, e tenendo presente il teore- 
ma I del n° 10, si ottiene, eomc voleva dimostrarsi; 


(-rX^Xf) 


o(ic...\ /abe...\ /a6c...\ /abe...\ 


III. Siano n ed n, due numeri conyrui secondo il modulo P, e l'uno e quindi 
entrambi primi a P; sarà: 


In efletti, essendo n ed n, numeri congrui secondo il modulo P, essi 
lo saranno ancora secondo ciascuno de’ moduli p,, p,, p, , sicché sarà 
(teorema II, n° 10) 


(k)-®)- (jr)-(i:)' 


e quindi, moltiplicando queste equazioni, risulta conformemente alla 
proposizione annunciata: 






Le due ultime proposizioni già mostrano che il simbolo generalizzato 
è governato dalle medesime leggi alle quali ubbidisce il simbolo sempli- 
ce : ma le seguenti proveranno inoltre che per esso ha luogo una legge 
analoga di reciprocità, c che i valori de.' simboli (-p-) c (p) si determi- 
nano con le stesse regole. 

IV. Sia P un numero impari positivo; se P é della forma 4i-t-l , sarà 
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j=-(-l ; c *e è della forma 4i-(-3, tara invece — 1 . Yale 

a dire si ha in oyni caso : 

In efletli essendo P il prodotto de’ numeri primi positivi p, , p,, p, , 
si ha: 

dove il V s’intende esteso a tutt'i numeri primi p , cioè p, , p,, p, ; 
ma quindi segue la relazione enunciata, tenendo presente (n° 7) che: 

p— 1 P— 1 

v^a-2-(mod.i2). 

V. Sia P «n numero impari; se questo numero i della forma 8i-|-l, ov- 

l'ero 8i-(-7 , sarà ( - j ma se i della forma 8i-t-3, ovvero 8i-t-5, 

( 2 \ ' 

— 1. Yale a dire si ha sempj'e; 


Imperciocché si ha: 




^•-1 pt_| 


essendo dimostrato, che (n° 7): 

p’— 1 P’— i 

2^=-^(<nod.2). 

VI. Sia P un numero impari positivo, ed n un numero qualunque primo 
aP-, seP i della forma 4i-(-l, sarà (-vr )=(ì 7 )! * ^ forma 

.i-.3,sard(^‘)=-(^). 

Questa proposizione segue immediatamente dalla IV, osservando che: 


(T)-(=^’)=(tXp)- 
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VII. Siano 1’ < Q due numeri impari positivi, primi Ira loro; se Funo al- 
meno è della forma 4i-|-l , sarà = i * ** entrambi della 

forma 4Ì-I-3, *i avrà (^) = ~ (^)- Vo/ca dire si ha in ogni caso: 

p-t B-< 

(T)(4)=Mr V 

In falli supponendosi c 0=9,?,?,..., sarà per defini- 

zione e pel n° Il : 

o più concisamente: 

(i)-(i). 


dove il segno di prodotto IT s’intcndc esteso a tulle le combinazioni di 
ciascuno do' numeri primi p con ciascuno de’numeri primi q; cd es- 
sendo similmente: 


SI avra: 


a)-(i)' 


il segno n rapportandosi alle medesime combinazioni. Ma si ha per la 
legge di reciprocità (n° 10, V): 


dunque: 



tri 

1 



dove il ^ va sempre esteso alle combinazioni di ogni numero primo p 
con ogni numero primo q; e sarà quindi: 


vEzi 

2 


2 2 
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il primo 2 membro a driUa rapportandosi ai numeri primi p, ed il 
secondo ai numeri primi q. Ma si ha : 

vP=?^PtÌ 0 v?^^i^(„od.2). 

■“2 — 2 2 2 ' 


c conscguenlcmcntc 


-i P-1 Q— 1 


-- (mod. 2) 


r— 1 g — 1 

dunque risulta in fine, come doven dimostrarsi, * * • 

14. Fin qui si è supposto clie nel simbolo il numero P fosse im- 
pari e positivo; ma questa definizione può essere allargata ed ammettere 
che il numero P, sempre impari, possa ancora essere negativo, conti- 
nuando n ad essere un numero qualunque, positivo o negativo, ma primo 
a P| ritenendo in ogni caso, come nel simbolo semplice, 

K chiaro intanto che nella ipotesi attuale le proposizioni l. II, III, V ri- 
mangono vere senza limitazione; ma che la proposizione IV è vera sol- 
tanto se P sia positiva, ed è falsa se P è negativo; c da ultimo che la 
VI esigo per esser vera che uno almeno do’ due numeri P c Q sia posi- 
tivo, e che più non sussiste se questi due numeri fossero entrambi ne- 
gativi. 

15. Segue da quanto precede che il problema della determinazione del 

valore del simbolo P dinota un numero primo impari, è sol- 

tanto un caso particolare del problema generale in cui si cerca il valore 
del simbolo dove P figura un numero impari qualunque. Ora la ri- 
soluzione del primo problema acquista un considerevole perfezionamento 
quando si riguarda come un caso del secondo; dappoiché, mentre quella 
risoluzione è essenzialmente fondata sulla decomposizione dc'numeri in 
fattori primi, nel secondo problema questa decomposizione è assoluta- 
mente superflua, salvo pel fattore 2 che in ogni caso vuol'csscr messo in 
evidenza; ed intanto l’algoritmo da impiegare in tal quistione torna in- 
teramente simile a quello per la ricerca del massimo comun divisore tra 
due numeri. 

Nell’ esempio del n° 11 per trovare il valore di si è dovuto ri- 

solvere il numero 266 in tutt’i suoi fattori primi 2, 7, 19; ma secondo il 
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nuovo punto di vista basta invece di risolverlo in 2 e 133; sicché si ha 
dapprima 

'523/ '523 ^ 523'" ^23/’ 

Ora, siccome 133=4t+l , per la legge di reciprocità generalizzata 
sarà: 

/1J3\ _ /5Mx _ /^9 V _ \ 

'523/ “\133'“'133/~'133’“V 9 / '9/’ 

ma essendo q=M + i , é pure = ed è poi =-t-l , per- 
chè 9=8i-+-l ; dunque ^ ® perciò risulta 

che dimostra, come già si era trovato, che 206 6 non- resto di 523. 

E utile di tener presente che nc’simboli attuali, tanto ne’ termini su- 
periori che negl' inferiori ò lecito di sopprimere fattori quadratici; ed è 
così che in questo esempio si sarebbe ottenuto molto più immediatamente: 



11 più delle volte potrà anche evitarsi la separazione del fattore 2 da 
un termine supcriore; c perciò non si ha che a sostituire a questo ter- 
mine il conveniente residuo della sua divisione pel termine inferiore. 
Cosi, ripigliando lo stesso esempio, si avrebbe in modo più diretto 
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SEZIONE II. 

bicr:;: all; i.aua;i;ai Linca.;2 


ARTICOLO 1® 

Alcune proprietà Mie rodici primitice. 

IG. Rammentiamo innanzi tutto questa proposizione ben conosciuta; 
Il iinomio l — x” é divisibile pel binomio 1 — x" se il grado dell’uno idi- 
risibile pel grado deW altro; ed il quoziente aerò la forma: 

\—x 


In fatti , essendo m divisibile per n, chiamando q il quoziente si avrà 
m — qn; e quindi posto a:"=3, verrà; 


1 — x“ _ 1 

~ì — z 




^ — A» 

e siccome 3=x', s*=x*', a'=x*’, , s' '=x " , si vede 

che il quoziente ha per lo appunto la forma annunciata. 

Questa proposizione si può anche'esprimcrc come segue; 

Se il grado di un’equazione binomio é multiplo ilei grado di un'altra equa- 
zione della stessa natura, ogni radice della seconda sarà ancora radice della 
prima. 

17. Si sa che tra le radici di un'equazione binouiia ve n'ha talune, che 
diconsi primitive, le quali hanno la facoltà di riprodurrà tutte le altre 
con le loro potenze successive. Indicando con p una radice primitiva del* 
r equazione : 

(1) 1-x"=l0, 


tutte le m radici saranno p. p*. p’, . . . , p”’', p“, e sarà p"= 1 . Bisogna 
inoltre tener presente che nella serie di queste potenze sono radici pri* 
mitivc soltanto quelle ail'clte da esponenti primi con m. L'equazione di 
primo grado, 1 — x=0, ha primitiva l'unica sua radice -t-1; l'equa- 

3 
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zione di secondo grado, i—x’—O, ha primitiva la radice — 1 ; ma per 
ogni altra equazione binomia di grado supcriore al secondo le radici pri- 
mitive, in numero sempre pari, sono immaginarie ed a due a due tra 
loro conjugate ed inverse. Soggiungiamo ora alcune proprietà di queste 
radici dimostrando però solo quelle che non sono conosciute, o che non 
ci sembrano abbastanza comuni 

18. Le radici primilire dell'equazione (I) non possono estere radici di al- 
ama equazione binomia di grado inferiore adm. Ed ogni radice non primi- 
tira l radice primilira di un’equazione binomia digrado snmmuUiplo di m. 

Ne risulta in particolare che, se m è numero primo, tutte le radici, ec- 
cetto 1 , sono primitive. Così in questo caso le radici primitive, in nu- 
mero di m — 1, saranno tutto le radici dell’equazione: 

1 — x"* 

5 =l-(-x->-x*4-...-t-a!""'=0 . 

1 — X 

19. Il numero delle radici primilire dell' equazione 1 — z”=0 i sempre 
uguale a quello de’ numeri inferiori oprimi ad m. 

In ciò che segue adotteremo il simbolo ft per indicare il numero delle 
radici primitive dell’ equazione (1); ma quindi risulta elio il valore di /s 
coincide col numero definito precedentemente (n°l). 

Se m è numero primo, si ha /i=m — 1, come già si era osservato per 
questo caso. 

Più generalmente , se m è potenza di un numero primo p , si avrà 

«=— (p — l)=m — Ora , essendo m divisibile per l’intero — , il bi- 
P ' P r P 

nomio 1 — x-sarà divisibile per l’altro 1 — x', ed il grado del quoziente 

sarà per l’appunto eguale a questo numero ft. In conseguenza, non po- 
tendo lo radici primitive dell’equazione (1) appartenere all'equazione di 
« 

grado più basso 1 — x’’=0, risulta che esse sono tutte le radici dell’e- 
quazione : 

^ — ^=l-(-x''-i-x*?-(-...-t-x''’"‘*’ =0 . 

1-x' 

20. Una potenza di qualsitoglia radice dell’equazione (i) non cambia di 
valore, te al tuo esponente si aggiunga o tolga un multiplo qualunque di m. 
Ma te m è pari , e primilira la radice, all'esponente della potenza ti potrà 

') Io riguardo alle boiìobì foodamentali cd alle proprietà più comuai delle radici primitive delle 
eiiuaaìoni biaomie sarà utile la lettura del V. Capitolo delle Upont novrefiei de Trigonom/irie, par 
HM. UniOT et DouQueT» e del V. Capitolo del Court iTAlgéòre tupérieure, par SenitEti 3^ editioa. 
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anche aggiungere o togliere un multiplo di ordine dispari di , cambiando 
però il segno alla novella potenza. 

La prima parte è evidente, e pu6 con altre parole enunciarsi come 
segue ; Se » c j3 sono numeri congrui secondo il modulo m , sarà p“=p*. 
Rispetto alla seconda si osserverà che: 

i — x” = (l — a*)(l+x*) ; 

e perù, dinotata con p una radice primitiva di 1 — ie"=0, si avrà: 

(l-pr)(l + ff)=Oi 

ma non potendo ridursi a zero il primo fattore, perchè di grado inferiore 
ad m, convien che sia 1-Hp*=0, c sarà quindi p*= — 1 . Adunque, se 
s'indica con i un numero impari, si avrà puro p‘*= — 1; ed in seguito, 
indicando con h un numero qualunque intero, sarà p*= — p‘*'J. 

21. Se p d radice primitiva dell' equazione (I), il prodotto degli m — 1 bi- 
nomii I — p, 1 — p*, . . . , 1 — p""' sarà uguale ad m, grado dell'equazione. 

In falli poiché le m — 1 potenze p, p*, p',...,p“”‘ sono tutte le radici 
dell'equazione: 

(2) l-fx + z’+...+x''"*=0 , 
si avrà identicamente: 

(x— p)(X— f*)(X— p") . . .(x— p'“"’)=l 4-x+x’-+- . . . -i-x—’ , 
e questa eguaglianza, ponendovi x=l , dà per l'appunto: 

(3) (l-p)(l-p*)(l-p’)...(i_p— ) = m . 

22. Se m è numero non primo, e sia p radice primitiva dell'equazione (1), 
ed a, b, c, ... , I tutt'i numeri inferiori e primi ad m, «arà; 

(4) (1-P-)(1-,‘){1-P')...(i 

Da questa interessante proprietà delle equazioni binomio, dovuta al 
eh. Prof. Genoccui * , e che sarà dimostrala alla line dell’articolo se- 
guente, risulta che dalla (3) è lecito di sopprimere tutt'i binomii nei 
quali l’esponente di p è primo ad m. 

*) Noie fur les retidus ^uadréltipies. Acati - R. de Belgiqnc. 3démotrie» cooronnéi, et mémoire» des 
MvanU élraogeri, t. XXV, 
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23. Sia * un numero qualunque intero e positivo non divisibile per m, e p 
imo radice primitiva dell’ equazione (I); sarà 

(5) ^ 2 p“-4- 3p’ *. 

Suppongosi (lapprima per chiarezza »<m; o poiché « è uno de' nu- 
meri 1, 2, 3, la potenza p* sarà uno de' termini della serie p, 

p*. p’,...,p", che sono tutte le radici dell'equazione (1); quindi il pro- 
dotto delle in — 1 differenze 

(6) p*-p , f*-p*, .... f*-p— , p*- p-' p*-p— . p*-p" 

sarà uguale al valore che prende por .T=p* la derivata di — 1 , c per- 
ciò uguale ad mp'”“"*, ossia ad nip"*; ma p“ — p"— p* — f; dunque risulta: 

(7) (p*_p)(p-_p*).. (f*-p— )(f*_p* ■). ..(p*_p— ) = .^ . 

Da un'altra parte, essendo p* uno dc'termini della serie p,p*,...,p“"', 
che esprimono tutte le radici dell' equazione (2), il prodotto di tutte le 
difl'ercnze (6), eccetto l'ultima, sarà uguale al valore che prende per 
rr^p* la derivata dei primo membro della (2); vale a dire il primo mem- 
bro della (7), e quindi anche il secondo, tornerà equivalente alla espres- 
sione: 

1 .. . -4-(m -l)p'—* '* ; 

c con ciò si ha l’ eguaglianza : 

= 1 4- 2?*+ 3,,'“+ ... 4 - (m - 1 ) p'— * , 

p —1 

la quale, sotto forma diversa, coincide con quella che voleva dimo- 
strarsi. 

Il caso di a>'ni si riduce subito al precedente. In effetti, indicando 
con j3 il residuo della divisione di « per m, c con q il quoziente, sarà 
a=qm-h/3; donde /3=x — qm. Ora, applicando il teorema alla potenza 
p’’, si ha: 

= p'-t- 2o'^+ 3/>’^-h .,.■+■ (in — l)p'"-'^ , 

ma cangiando /3 in *—qin, e poi sopprimendo dagli esponenti di p i mul- 
tipli di m (n°20] si torna alla forinola (5). La quale evidentemente non 
avrebbe più luogo, se * fosso divisibile per m. 
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ARTICOLO 2“ 

Fattori irridutlibili. 

24. Il binomio I — jj-ammcllegoncralmcnlc diversi faltori commensu- 
rabili, ma tra essi ve n’ha uno mcrilcvole di speciale atlcnrìone, quello 
cioè che, eguaglialo a zero, ha per radici tulle, ed esse soltanto, lo ra- 
dici primitive dell’ equazione 

( 1 ) t — a:”=0 , 

ratiere che suol dirsi irruluttibile"', perchè non puè ullcriormcnlB de- 
comporsi in Tattori commensurabili. In questo articolo ci proponiamo di 
esporre alcune osservabili proprietà delle quali è dotato il fattore di cui è 
parola; ed oltre a ciò, siccome la sua determinazione è soggetto di grande 
interesse per la IcToria de’numcri, e per molle quislioni di analisi supe- 
riore, faremo ancora conoscere la soluzione che finora è stato possibile 
di ottenere di questa interessante quistionc. In ciò che segue por rap- 
presentare il fattore irridullibilo del binomio 1 — x" adotteremo il sim- 
bolo X_, nel quale adunque l’indice m esprimerà sempre il grado del bi- 
nomio cui si rapporta, nel mentre che il grado del fattore islcsso dee 
coincidere col numero (*=^(m) definito più sopra (n.‘ 19 ed 1 ). 

25. Risulta dalla definizione della funzione X. che per m=i dev’essere 

X,=l— I . 

Se m è un numero primo diverso da 1 , si avrà: 
e perciò: 

X,=l-i-s, X,=l-|-x4-®’’, X, = l -i-x eie: etc: 

*) La irrìdilUibiltli di questo fattore fu dimosIraU da Oauaa nella ipolesi di m numero primo 
(fJiafHtiiftonra tfrifAmeficae, art. 3il ). Pel caso geserale di m numero qualunque la stessa pro- 
prieti fu comprovala la prima «olla dal sij^nor KnoKSCKER ne! 165i, facendo uso dc!la «lollrina dei 
numeri complessi formali con le radici deiraniU {/ottma/ tie matk^melì(fu€t, l. XiK, p. 177); mi 
in seguilo ne vennero date dimostraaloni piA semplici da* signori Ocockimd (Giornate di CVelfe» 
I. l\S, p. *7); KnxDi (idem, t. LVI, p, |7d); Lencscci: (Annali di matematica pura ed appli- 
cata di Tortolìoi, L II, p. ?3j). 
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Più goncralinuntc, se m è potenza di un numero primo p, sari: 

e quindi per le potenze di 2 si avreblic : 

X,=l-i-x*, X, = l+x‘. X„=l-t-x’, eie; 

per quelle di 3: 

X,=l -i-x’+x‘ . X,, = l +x’-f-x*‘. X.,=i H-x*''+-x'‘, eie: 

0 cosi di seguito. 

2G. Mailasciiando da Landa questi casi particolari, passeremo a conside- 
rare la quistionc in tutta la sua generalità. Sia p una radice primitiva 
dell’equazione 1 — x'xxO, e siano a, b, e,. ..,1 i numeri inferiori e 
primi ad m; cosi tutte lo i* radici primitive delia equazione istessa po- 
tranno rappresentarsi con le potenze p“, p‘, p',...,p‘, (n° 17) , e si avrà: 

X.=(x-(>-) x-f‘)(x-/.')...(x— r') , 

ovvero, essendo pari il numero de’ fattori lineari: 

X. = (p*-x)(j.‘-xH?-i)...C»'-x) . 

Ora, immagginando sviluppato ed ordinato il prodotto perle potenze 

ascendenti di .r, il primo termine dello sviluppo sarà p""* ma da che 

la somma . .-t-1 è un multiplo di ra (n“ G , III), risulta che 

questo primo termine equivale all’unità; e quindi, tenendo presente che 
le radici primitive di un’equazione binomia sono a due a due tra loro 
inverse (n" 17), e che perciò la funzione X. dev'essere un polinomio di 
forma reciproca, sarà lecito di supporre generalmente: 

c 

X. = l -t-i,X-h>,x'-(-. . . -t->„ x’-4- . . . l,x'‘"’-)->,x’‘"’-t-x", 

1 termini estremi dovendo essere positivi, ed il coeflicienle della potenza 
più alta eguale all’unità. La quistionc adunque è ridotta a determinare 

i ^ coflìcicnti X,, X,,...,X„ ; ma questa ricerca è soggetta a gravi difficoltà; 

2 1 

nò finora si ha un metodo diretto per ottenere in generalo le espressioni 
di que' coefficienti. 
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27. TulUvolta la funzione X„ può essere dclcrminata con un metodo 
indiretto dovuto al Cauchy*', e che si riassume nella regola seguente: 

« Si sviluppi l’espressione dipi.che determina ilgrado diX.,cora’è data 
> dalla formola (n°l): 

(*) r>=fc(p.— 1) 

• senza però operare alcuna riduzione di termini tra loro; ed allora, se i 
« termini positivi dello sviluppo si rappresentano con m, m,,m„ eto:, ed 
« i negativi con — n, — ti,, — n,, eie:, per modo che si abbia: 


— n — n, — n, — ... 

• la funzione X.„ sarà definita dalla forma frazionaria: 

< la quale per la soppressione de' fattori comuni , necessariamente esistenti 

• nel numeratore e nel denominatore deve ridursi ad una funzione intera 

• di grado pari c di forma reciproca, co’ termini estremi positivi; ed il 
I coefficiento della potenza di grado più alto essendo sempre l’unità >. 

Infatti sia p una radice primitiva dell’equazione (1), ed m uno qualun- 
que de’ numeri 0,1, 2, 3,..., m — 1. So ai è primo ad m, la potenza p“ 
sarà aneli’ essa una radice primitiva (n° 17j, e quindi tra’binomii clic fi- 
gurano nella espressione frazionaria (5) non vi sarà che il solo i — x", il 
quale sia divisibile per la funzione lineare p" — x. Ma se il numero o> non 
sia primo ad m, quel numero sarà divisibile por uno o più de’ numeri 
® pongasi per esempio ohe lo sia porp^,p^,...,p,; allora 
p" sarà radice di tutte le equazioni binomio, i di cui gradi sono i termini 
dello sviluppo della espressione: 

perchè ciascuno di essi si forma dividendo il numero m per un suo di- 
visore del quale, per ipotesi, è multiplo il numero a>. Ora questi termini, 
in numero pari, metà positivi, meta negativi (n°4), sono evidente- 
mente altrettanti termini dello sviluppo di ì positivi compresi tra m, 


*) Bsercieet de» mathématùjue» , t. IV, p. S30. 



— al- 
ni, , m,,..., i negativi tra n, , n,, n,,.... K da ciò risulta die nel nu- 
meratore c nel dcnominaloro della forma frazionaria (5) vi ha un egual 
numero di Ijinomii che hanno per fatloro la funzione lineare p*'— .T;sicchè 
questo fattore dovrà sparire riducendo la forma alla più semplice espres- 
sione. Applicando questa conchiudone a tutte le potenze di p che hanno 
por esponenti gli m — n numeri inferiori e non primi ad m, si fa mani- 
festo che la detta forma deve da ultimo ridursi ad una funzione intera di 
grado fi, la quale sarà il prodotto de' soli fattori lineari del binomio t — x 
rispundeuti alle radici primitive deirequazionc (1); ond’è che questa fun- 
zione intera sarà per lo appunto l' espressione di X,. 

28. Supponiamo per un esempio che si cerchi l’espressione di X„, cioè 
del fattore irriduttihile del binomio 1 — x". Essendo in questo caso: 


m = 12=2!3. fc = ^| = 2, 

^ = 2(2-.t)(3—l)=2(6-3— 2 + 11 = 12—6-4-1-2=4 , 


■•~(1— a;‘)(l— x‘) 1-t-x* 

Con lo stesso metodo si troverebbero facilmente le seguenti espressioni: 


Per 1 — X* , 
Per 1— x’* , 
Per l-x" . 
Per 1 — 1 “ I 
Per 1 — x" , 
Per 1 — x'“ , 
Per 1 — x" , 
Per 1 — X** , 
Per 1— x*‘ , 
Per 1 — X** , 
Per 1 — X** , 
Per 1 — x’* , 
eie; eie: 


X, =1 — X-4-X* 

X,,=l — l-i-x’ — x’-t-x* 

X, 4 =l — x + x* — x’+x' — x’-l-x* 

X„ = l— X-e.x’— x'+x'— x’-+x* 

X,. = l-xVx‘ 

X,.=l — x’+x*— x'+x‘ 

X„=l— x+x’— x'-(-x*— x‘+x’— x”-)-x'* 

X,,= t — X-(-x’— X*+ x‘— x'-:- X* — x'-r x‘ — X*-+- x” 
X„=l— x‘-(-x' 

X,,= t — x+x*— x’-i-.. -+X" 

X„ = 1 — x*-^ x‘— x"-i- x"— x'*-t- x” 
X..=l+x-x*— x‘- x'+x’-f-x" 

eie: eie: ole: eie: 
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29. Quando Ira i fattori primi di m ve ne sono de’ multipli, la ricerca 
di X. può essere grandemente agevolata dal seguente teorema. 

S'indichi con m' il prodotto de' coli fattori primi disuguali di m, e con k 
li guoiienie — . L'espressione di X^ sarà dà che diviene quella di X__, mii- 
tandovi la x in x . 

Siano, come al solito, p,,p„--,P, > fattori primi disuguali di tn; sarà 

m = kp,p,...p, , m'=P,P, --P, • 

Inoltre siano /s e /s' i gradi X., cd X.'; dovendo questi gradi coincidere 
l’uno col numero degl'interi inferiori e primi ad m, l’altro con quello 
degl’interi inferiori e primi ad m', saranno rispettivamente definiti da: 

ì*=*(P.— i)(P.— 1) . 

Posto ciò, se si sviluppa l’espressione di pt', e si dinotino conr»',m',mi,... 
i termini positivi, e con », », , »,,... 1 negativi, l’csprcssiuno di X,- sar.à 
data dalla forma frazionaria: 

(t — a:")(l— a''j(l— x'»).... 

che riducesi ad una funzione intera, e però della forma: 

+ . . . -t-a:'*' . 

Nel modo istesso lo sviluppo di n darebbe l’espressione di X,; ma sic- 
come i termini di questo sviluppo sono gli stessi che quelli dello svi- 
luppo di n' moltiplicati per k, sarà chiaro che la forma frazionaria equi- 
valente ad X. è ciò che diviene quella equivalente ad X.', moltiplican- 
dovi por k tutti gli esponenti di x, vale a dire cangiandovi la x in x*. Ma 
quindi risulta che anche l’espressione intera di X„si forma da quella di 
X. mutandovi la x in a:*; e si ha perciò come voleva dimostrarsi: 

X,=l . . . + x«'‘ . 

30. Per fare un’applicazione di questo teorema supponiamo: 

m = 5r’. 3^'. 5’-=*. 2.3.5 , 
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per cui A=2! 3*5’^, m'=2.3.5=30. Nel n° 28 si è già trovato; 

X.,=X„=l -i-a: — i’ — ®‘ — x'+x’-hx' : 

c quindi, qualunque siano i valori interi e positivi di »,/3,y in A=2*3^5’, 
sarà: 

X,=X,.,.=1 . 

Cosi , per considerare qualche caso particolare ; 

se ni = i2;3.5 =60 , fc = 2 , X„, =i-t-i* — x* — x‘ —x“+x'‘ +x" 

« m = 2?3;5 = 360 , fc = 12 . X,„=l+-x‘*— -hx" 

- m = 2.3t5' = 450. k = 15. X,,.=l +x"— x“— x”— a:”+x”'-hx'” 


31. Ecco ora una importante proprietà de’ fattori irriduttibili. 

Il binomio 1 — è ugnale al prodoUo de' fattori irriduttibili de'binomii i 
di cui gradi sono lutt'i divisori di m, compresa l’unità e lo stesso numero m. 

Siano X,, ,x, tutti i divisori del numero m, tra quali inten- 

diamo compresi 1 ed m; c per fissar lo idee supponiamo che m coincida 
con Cosi tra le radici dcirequazionc (1) dovranno comprendersi tutte 
le radici delle equazioni ^ 

«, “i 

1 — X =0, 1 — X =0, 1 — X =0,,..,1 — X =0; 

c perciò anche quelle delle seguenti : 

(6) X,=0, X,,=0, X,=0 X,=0 

le quali racchiudono lo primitive dello precedenti. È manifesto intanto 
che, inversamente, ogni radice dell’cqnazione (1) deve trovarsi tra quelle 
delle (6); perchè, se si tratta di una radice primitiva, essa sarà radice 
dell’ultima Xi^=0, essendosi supposto a=m-, e so si tratta di una radice 
non primitiva, dovendo essa appartenere corno primitiva ad un’equazione 
binomia di grado summultiplo di m (n° 18}, sarà necessariamente radice 
di qualcuna delle equazioni (6) diversa dall'ultima. Segue da ciò che le 
due equazioni 

1— x'=0 cd X, X, X^ ...X^=0 
■*1 

hanno precisamente le stesse radici; ma, visto che in ciascuna il termine 
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indipendente da x è runità positiva, ne conchiudiaino die i loro primi 
membri sono identicamente uguali; c quindi risulta, conrormementc al 
teorema enunciato: 

E poi quasi superfluo di avvertire che i fattori di 1 — x“ risultanti da 
silfatta decomposizione sono necessariamente primi tra loro. 

32. Del rimanente il teorema qui dimostrato si può dedurre immedia- 

tamente dalla proposiziono 1* del n° C. In effetti siano (a, , u, , . i*, i 
gradi de’ fattori irriduttibili X,,,X,,, . . ., X.,,; ciascuno di questi numeri 
esprimerà quanti sono i numeri inferiori e primi a ciascuno de’termini 
corrispondenti della serie ma i termini di questa serie sono, 

per ipotesi, tutti i divisori di m; dunque in virtù della proposiziono ri- 
cordala si avrà : 

Risulta da ciò che sono uguali tra loro i gradi delle due funzioni 1 — x" 
ed X,, X,,. . .X«_; ma i fattori lineari della seconda , oltre ad essere Ira 
loro disuguali, sono tutti fattori della prima, adunque siccome in cia- 
scuna il termine indipendente da x è l’unità, ne segue, come voleva di- 
mostrarsi, che le due funzioni sono identicamente tra loro uguali. 

33. Volendo per un’esempio decomporre il binomio 1 — x”, si trove- 
ranno i divisori di 12, che sono 1 , 2, 3, i, C, 12; quindi si ha subito: 

l-x’*=X.X.X,X.X.X„ 
vale a dire in forma esplicita: 

1 — x'*= (1 — x)(l -(- x)(l 4- X -I- x')(l x’)(l — X + x*)(l — x* 4 - x‘) . 

E nella stessa maniera si troverebbe: 

l-x*=X,X,X, , t-x"=X,X,X.X, , l-x’=X,X,X.X., l-x*=X.X,X,,elc; 

Se m è numero primo si ha scmpliccmciilc, 1 — x"“=X,X,; e perciò: 
l-i*=X.X, , l-x’=X.X, , l-x'=:X,X. , etc; 

34. L’ultimo teorema permette di risolvere in fattori irriduttibili i 
prodotti di binoniii della forma 1 — x”, e perciò basta applicare il teorema 
a ciascun binomio; che in tal guisa il dato prodottosi troverà risoluto io 
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un certo numero di fattori irriduttibili, tra cui potranno cascrvenc di 
quelli comuni a più binomii; ma questi, aggruppati tra di loro, divengono 
fattori multipli del prodotto trasformato; ed intanto tutt'i fattori messi 
cosi in evidenza saranno primi tra loro. Supponiamo: 

^{a:) = (l— a; ')(t— ® ‘)(l— a ') ■, 

e siano tutt’i divisori disuguali degli esponenti o„ a„...,a„ 

compresa l’unità e ciascuno esponente; allora indicando con /9, il nu- 
mero degli esponenti divisibili per , con fi, il numero di quelli divisi- 
bili per etc: etc; si avrà generalmente: 

P. P. P. ?r 


Sia per un esempio: 

>à(a)=(i-a*)(l— a’)(l— *■) . 

Tutt'i divisori disuguali degli esponenti sono -1, 2, 3, 4, G, 8; mal li 
divide tutti e quattro ; 2 ne divide tre ; 3 ne divide due; e ciascuno degli 
altri 4,0,8 divide un solo esponente; dunque: 


(1 — a*) (1 - x’) (1 — a‘) (1 — a*) = X* Xi X; X . X, . 


35. Bisogna osservare che la precedente trasformazione , la quale è 
una conseguenza del teorema del n°31, è al pari di questo affatto indi- 
pendente dalla conoscenza delle espressioni de’fattori irriduttibili; che 
anzi essa stessa può immediatamente condurre alla regola por la deter- 
minazione di queste espressioni. In fatti, indicando con: 

(7) ni , ni, , ni, .... . 

i termini positivi dello sviluppo di ed i negativi con: 

(8) n , n, , n, 

sia a un divisore qualunque di uno o più de’termini della serie (7); se a 
è diverso da m tra i detti termini ve ne saranno altrettanti divisibili per 
a (n”3). Quindi, supposto che a, à, c.... siano tutt’i divisori disuguali 
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de’ termini della serie (7), escluso però tra i divisori il numero m, se si 
dinota con a il numero de’ termini divisibili per a, con /3 il numero di 
quelli divisibili per b, con y il numero di quelli che lo sono per e; e cosi 
di seguito : saranno ancora o, i, c, ... tult’i divisori disuguali de’ ter- 
mini della serie (8); e tra questi termini ve ne saranno pure » divisibili 
per a, |3 divisibili per 6, y per e; e cosi di seguito. Adunque, applicando 
la mentovata trasformazione alle due funzioni: 

(9) »'"')••• • 

(tO) (1— , 

c tenendo presente che tra i divisori de’ termini della serie (7) è ancora 
da comprendere il numero m, ne seguirà che le medesime si trasfor- 
mano rispettivamente in; 


(11) 

x.x*x'x^ 

(12) 

x>tx^ 


quindi il quoziente della (1 i) divisa perla (12), cioè la funzione X„, sarà 
uguale al quoziente della (9) divisa per la (10); e con ciò è riprodotta la 
regola del n° 27. 

30. Porremo termine a questo articolo dimostrando la proposizione 
accennata nel n° 22, dovuta, come già si disse, al eh. Prof. Gen'occiii, 
c che tornerà di molta importanza nelle applicazioni che faremo delle 
presenti teorie. Ma qui dobbiamo completarla ed enunciarla come segue: 

// valore che prende la fan itone X^per \=l, è uguale ad m, te m é 
numero primo, ed é uguale o p se m è potema di un numero primo p. Ma 
quel valore i sempre uguale adì, se m è qualunque altro numero composto. 

La prima parte segue immediatamente dalle espressioni (2) e (3) della 
funzione X., l'una essendo un polinomio di m termini positivi, c l’altra 
di p termini della stessa natura. 

Per dimostrare la seconda parte supporremo trasformato il binomio 
1 — x" in un prodotto di fattori irriduttìbili conformemente .al teorema 
del n' 30; e però, se si rappresenta con 9(x) il prodotto de'faltori irri- 
duttibili nascenti da’ divisori di m, che sono numeri primi o potenze di 
numeri primi, c con '^(j;) il prodotto di quelli nascenti da tutti gli altri 
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divisori, die sono numeri composli, tenuto conto del fattore che risponde 
al divisore 1 , si avrà: 

ma dividendo i duo membri po’fattori uguali 1 — x ed X. avremo invece; 


1 : 

» 

c quindi per x=l verrà 
(13) ™ = f(1).^(l). 

Ciò premesso, supponendo; 

’»=P. P, ■P. . 


osserveremo che i divisori di m, die sono numeri primi, o potenze di nu- 
meri primi, sono tutti quelli iscritti nel quadro seguente; 


P.. 


P, 


P.. 


P.- 


P.. 



P. . . 


■ j 

P.. P.. P. • 


Ora per la prima parto dell’attuale teorema i valori che prendono, per 
x=l, i fattori irridutlibili nascenti da questi divisori, sono; per la prima 
linea tutti eguali a p,; per la seconda tutti eguali a p,, c cosi di seguito 
fino all’ultima, per cui sono tutti eguali a p,i e quindi è chiaro che il 
valore che prende pcrx=l il prodotto de’fattori irriduttibili rispondenti 
a tutfi divisori di m, che sono numeri primi o potenze di numeri primi, 
equivale a p"‘, p^-'-p"', ossia ad m; vale a dire si ha ^(l) = m; e con 
ciò la relazione (7) diviene 

1 = ;( 1 ). 


Ora siccome dinota il prodotto de’fattori irriduttibili nascenti da 
lutti i divisori di m, che sono numeri composti, l’un de’ quali è lo stesso 
numero m, tenendo presente che ognuno di quei fattori è una funzione 
intera di x si riconoscerà senza più elio per x=l ciascuno di quei fat- 
tori è necessariamente uguale ad I; c quindi in particolare, nella stessa 
ipotesi di x= I , sarà pure come dovea dimostrarsi, X. = 1. 
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ARTICOLO 3° 

Somme delle poterne simili delle radici primitive. 

37. Supposto die p,«'-i siano le .« radici primitive dcH'cqua- 

zione ; 

(1) l-®'=rO. 

dinoteremo con S. la somma delle loro potenze di grado r, di guisa che 
sarà : 

(2) • + 

Ora, se si rappresenta, come per lo innanzi, con .X.il fattore irridut- 
tibile del binomio 1 — x", è manifesto che la quantità figurata da S. non 
è diversa dalla somma delle potenze simili di gra<la r di tutte le ix ra- 
dici dcircquazionc X.=0. e quindi il suo valore potrebbe ottenersi ap- 
plicando a siffatta equazione i metodi ordinarii. Ma questa ricerca può 
compiersi co' mezzi molto più semplici che andremo ad esporre, indi- 
pendentemente dalla considerazione do' fattori irriduttibili; ed a tale ef- 
fetto gioverà premettere alcune delle proprietà delle quali 6 dotata la 
funzione S, , c che risultano immedialamontc dalla sua definizione. 

I. La funzione S, non cangia di valore cangiando il segno all'indice r. 

In fatti le radici primitive dell'equazione (1) sono tutte le radici del- 
l'equazione X„=0; ed essendo questa una equazione reciproca, la somma 
di potenze positivo delle sue radici,}^', non differisce da quella di potenze 
negative, e si ha in conseguenza: 

S,=S_, . 

II. Lo funzione non cangia di valore se all'indice r si aggiunga o tolga 
un multiplo qnalunque di m, grado dell' equazione binomio. 

Indicando i un numero qualsivoglia intero, positivo o negativo, sarà 
p'=p''“; quindi 2p'=2p"'”; e perciò: 

S-=S„^. 

Questa proposizione può, in altri termini, essere cosi furmolata: Se 
p e q sono numeri congrui secondo il modulo m, sarà : 

S,=S, . 
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IH. Se il grado m deW eguazione binomia i numero pari, la funzione S, 
cangerà di segno, e non di valore, aggiungendo o togliendo all'indice r un 
multiplo di ordine impari di . 

In effoUi rappresentando con i un numero impari, positivo o negativo, 
sarà (n“ 20) — P '* ì c perciò ^p'= — ossia: 


S,=-S,„. 

r r « j 

IV. Se r P nullo, o un multiplo qualunque di ni , si ha sempre S,—p; 
il che è conseguenza immediata della (2j, tenendo presente che nella ipo- 
tesi ammessa ciascuno de’ termini del secondo membro equivale al- 
l'unità. 

38. Segue dalla proprietà dichiarata sotto il n° Il che la somma S, ò 
una funzione periodica di r, il periodo essendo misurato da m, grado 
della corrispondente equazione hinomia : e perciò questa funzione sarà 
completamente determinata tostochò si conoscano i suoi valori corris- 
pondenti ad M valori di r. Laonde, se in un modo qualunque siano già 
trovati i valori di S„, S., S,,...,S. ,, dinotato con i un numero qual- 
sivoglia intero, si avrà: 

s,,=s. , S,.„=S. , S„..=S S ,=S_, : 

0 cosi il valore di S, resta determinalo per qualunque valore di r. 

39. Questi risultanicnli si possono presentare sotto un’altra forma. Di- 



l'unilà 0 zero secondochò a è o no divisibile per/3. K si noti che la quan- 
tità figurata da questo simbolo resta immutata se ad a si aggiunga o tolga 
un multiplo di jS. In virtù di questa convenzione il valore di S, si potrà 
esprimere con la formoln unica : 


r — 1 „!• — 2 

S = S, = -h S, -/- S, ~ - 
m m m 


r — m-f-t 


la quale si riduco in ogni caso ad un termine solo, perchù nella serie dei 
numeri r, r — 1 , r — 2, ... , r — m-t- 1 ve n’ha un solo divisibile per m. 

Consideriamo per esempio l’equazione binomia di 6° grado, le cui ra- 
dici primitive sono le radici dell’equazione: 

X,=l-x^-*’ = 0 , 
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Applicando a questa equazione i melodi conosciuti si troverebbe: 
S.=S>, S. = l , S.=— 1 , S,=— 2, S,=-l , S.=l ; 


e quindi il valore di S, sarà definito dal sistema di forinole; 

S.,=2. = S.„.=-l. S...,=-2, S.,..=i; 


0 dalla formola unica : 


„ j r — 1 , !• — 2 r — 3 r — 4 r — 5 

TT"^ --g- -—g -i-g ._g ht.-g-. 


40. Passando ora ad occuparci in generalo della ricerca del valore di 
S,, coniincereino dal richiamare le due furinole; 

131 X -»"■)(< -a;’-')... 

' ‘ ' (1— x'j(l— x">)(Ì— 

(4) f‘ = fc(P.-l)(P.-4)...{P.-4) 

la prima delle quali determina l’espressione di X., l'altra il suo grado: 
mentre nella prima i simboli m, m„rn„... , ed n, n,, n, figurano i termini 
positivi ed i negativi dello sviluppo della seconda (n" 27); di modo che 
si ha: 

(«=tii + m,+ »n.-l-. . . — n— n,— n, — ... 

Ciò premesso derivando i logaritmi do’duo membri della (3) risulta: 

X^_»nx”'' nx"'’ n,x*«~' 

,X^ X* — 1 ^ x"> — 1 '*’■■■ x”— 1 x’i—i 


Intanto dovendo il valore di S. coincidere , com’ò noto, coi coctlicientc 
della potenza nello sviluppo discendente del primo membro, sarà 
uguale alia somma (algebrica) de' coefficienti della stessa potenza negli 
sviluppi di tutte le frazioni esistenti nel secondo. Sviluppando la prima 
di queste frazioni si ottiene: 


IH X**'* 

x" — 1 




•] 


= m 





...] 


5 


Digitized by Google 



— 34 — 

c si fa manifeslo che lo sviluppo conterrà la potenza se r sia mul- 
tiplo dì m. Dunque il coeflìciente di questa potenza è m o zero, secondo- 
chè r è 0 no divisibile per m, e potrà esprimersi con . Questa concliiu- 
sìone è applicabile alle altre frazioni, e quindi si perviene alla formola: 


S,= m 


r 


m 



r r 




la quale dimostra che S, equivale alla somma algebrica di tutt’ì termini 
dello sviluppo di n, i quali dividono il numero r, e perciò alla parte di n, 
che è formala da que’ termini. Ora si può ottenere la parte della espres- 
sione di I* formata esclusivamente con tutt’i termini, che sono divisori 
di r, solo che si conosca il più grande di essi in valore assoluto (n° 5); e> 
però, cercando questo termine, e supponendo che sia kp^p^...p,, il va- 
lore di S, risulterà definito dalla formola *): 


(5) 


*) La preseole quitllooe sembra risoluta la prìma Yolta da Cai'CMV (^zerdcei dt Maihématiquef, 
4* année, paf. S44); e la redola data da queiniiustre Geometra per delermioare il valore di S, s) 
può rìassamere conio segue : 

Sviluppala rcspressioDc: 

tra i termioi di questo sviluppo, che divìdooo il numero r, si cercheri il piò grande (in valore asso- 
luto), ed iodicandulo con d, pongasi: 


PsP>“P^‘ 

Posto ciò respressione di è ciò che diviene questo monomio, cangiandovi nt in ^ , e gli elementi 
PoP/»* •* >P,. Delle differenze t— p,, 1 --P/,-** . 1 *— P«; talché si ha: 


(1— Pr) ■ 


Ora questa formola, ìu fondo, non è diversa dalla (5). In effetti, supponendo che ,pi »<• ,P/ siano 
gli eletuenti che insieme agli altri p«,P(, riproducono la serie Pi.pti-Mpi»ai potri scrivete: 

M=(-!)**(!-pJ(t-p,ì...(*-Pf)X«-Ps)(*-Pi)-0-P.): 

ed in virtù di questo valore di m , l'ultima espressione di Sr coincide evìdentemeote con quella data 
nella (5). 
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il. Per le applicazioni di questa formola gioverà di por mento a' se- 
guenti tre casi particolari: 

Se r non è divisibile per alcuno de’ termini dello sviluppo di i*, sarà; 
S,=0 . 

Se r sia divisibile per m, che è il più grande di tutti i termini, allora 
ogni altro termine sarà un divisore di r, e si ha in conseguenza: 


S=p. 

Se r sia invece divisibile pel solo termine k, che ò il più piccolo di 
tutti (in valore assoluto), si avrà 

42. Dobbiamo attualmente osservare che la formola (5), semplicissima 
perse stessa, obbliga tuttavoltaad una fastidiosa ricerca, poiché esige che 
si conoscano gli elementi p.,,/),, . . . ,p, , i quali debbono trovarsi determi- 
nando qello sviluppo di;t il più grande de’ termini che dividono il numero 
r: termine figurato qui sopra da kp.pi...p,. Ma andremo a vedere che 
questi elementi p.,p*, ... ,p, si possono ottenere di una maniera assai più 
facile ed immediata, indipendentemente dallo sviluppo di p. Posto: 

d = kp^Pi---Pi . 

si rifletterà che il monomio <1, mentre per ipotesi rappresenta il più grande 
tra i termini di p, che dividono il numero r, è pure un divisore di m; 
e da ciò risulta eh' esso equivale al mas: com: div: di medr. Cosi, cor- 
cando questo mas: com: div: si ha il valore numerico di d; ma resta a 
trovare la sua espressione nella forma kp.p^.. .p,\ e por ciò basta osser- 
vare che il numero d è divisibile per k\ di guisa che ponendo: 


risulta : 


d=kD , 
D=P.P4--J>,: 


c divicn manifesto che i cercati clementi p^,Pi,.-.p, altro non sono che 
i fattori primi del numero D, quoziente già noto della divisione di d per 
k, essendoché questi due numeri sono entrambi conosciuti. È dunque in 
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sifliitta guisa che si determinano con grandissima facili^ le diverse quan- 
tità elle entrano nella formala (5); ma siffatta ricerca si può rendere 
ancora più semplice. 

43. Fatto per compendio: 


si ottiene: 
Ora essendo: 


7n = kin' . 
d = kD . 


siccome il numero r è , per ipotesi , divisibile per d, lo sarà anche per i; 
e quindi chiamando V' il quoziente, si avrà ; 

r=kr'. 

Dopo ciò, riflettendo che il numero d è mas: com: div; di m ed r, si 
conchiuderà per le tre ultime relazioni che il numero D è pur esso mas; 
com: div: di m' ed r' ; ed allora, riepilogando ciò che precede, si per- 
viene alla regola seguente per determinare le quantità da cui dipende il 
valore di S,. 

Si dinoti con m ' il prodotto de fattori primi disuguali del numero m, figu- 
rali da p, , p, Pii < con k il guosienle Posto ciò, se r non è divisi- 

bile per k, sarà S,=0; ma nel caso opposto, detto r' il qiioxienle, si cer- 
cherà il mas : com: div: D di m' ed r', e questo numero D si risolverà nei 
suoi fattori primi , i quali saranno tra loro disuguali , ed esprimeranno t 
valori degli elementi p.,,pt , ■ . . ,P(, che entrano nella forinola (5) la quale 
dà il valore di S,. 

Se m'ed r' sono numeri primi tra loro, e quindi D=l, ciò vuol dire 
che in tal caso sono nulli gli clementi p^pn ... ,p,, e la formola (5) ri- 
ducesi, com’esser doveva (n° 41), ad S,=( — Ij'k. 

Sia per esempio da trovare il valore della somma S„, relativamente 
all'equazione 1 — a:*”=0. Si hanno per questo esempio i seguenti ele- 
menti : 

m =252 = 2’. 3*.7 , r =360= 2. 3*.5.7 

m'=2.3.7 , r'=^ = 3.5.7 

k 

k =^=2.3=6 . I =3, 

m 

D=mas: c: d: (m', r')=3.7 ; 
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S...=M)’-6(1-3)(1-7)=-72 . 

■44. La regola precedente torna più semplice quando i fattori primi 
di m sono tutti disuguali , ossia quando questo numero è della forma 
m=p,p,...p,. In tale ipotesi si ha ; quindi m'=m, r' = r, e la 
regola si modilìca come segue. 

Si cerchi il mas: com: die: D di m ed r, e si risolva ne' suoi fattori primi, 
i quali saranno tra loro disuguali. Indicando questi fattori con p. , p», . .. , p;, 
si avrà: 

(6) S,=(-l)'(l-p.,)(l-pJ...(l-p,) . 

E se r sia primo ad m, e quindi D = 1 , sarà semplicemente : 

Applicando per un esempio questa regola alla ricerca del valore di 

S... rispetto all’equazione l — a:*"’=0, si ha 

«1=210=2.3.5.7 , i=A 

r=lG8=2'.3.7 , 

D =mas: c: d: (»n,r)=2 .3.7 ; 

0 conseguentemente 

S...=M)‘(1-2)(1-3)(1-7) = -12 . 

45. E stato dichiarato nella regola più generale del numero 43 che la 
funzione è uguale a zero, semprechè il numero r non è divisibile per 
k, 0 che nel caso opposto è necessariamente diversa da zero. Dobbiamo 
ora aggiungere che questa funzione, qualunque sia il numero r, non 
può mai esser nulla quando il numero m è della forma »*=p,p,..p, , 
perché in tal caso si ha 4=1 , c quindi il numero r sarà sempre divisi- 
bile per k. 

46. 1 valori delle somme delle potenze simili delle radici primitive di 
un'equazione binomia, il di cui grado è un numero comunque composto, 
si possono immediatamente far dipendere da'valori delle somme della 
stessa natura relative ad un'equazione binomia il di cui grado è scmpli- 
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cernente il pruduUo de' soli fatioii primi disuguali contenuti nel grado 
della prima; e ciò mediante il seguente teorema; 

Sia in' il prodolio de fattori primi disuguali contenuti in m, ed S' la 
somma delle poterne di grado p delle radiciprimilii'edell’ejuazionei—a:~=0; 
sarà : 

S,= kS^ • 

In cITctti alTmcliè la somma sia diversa da zero bisogna innanzi tutto 
che r sia divisibile per i; ed allora, dello r' il quoziente, per avere il 
valore di S, bisogna cercare il mas: com: div; I) dc'duc numeri m' ed 
r', e risolverlo ne' suoi fattori primi /),, p,, in seguito di che si 
avrà : 

S,= (-■!)• fc(t -pj{l -pj . . . (t-p,) . 

Ora è chiaro che, per ottenere la somma S', , saremo condotti a cercare 
il mas: com: div: de’ medesimi due numeri m' ed r'; ed i suoi fattori 
primi saranno perciò gli stessi numeri p, , pi,...,p,; sicché si avrà 

S; = M)'(1-P.)(1-P,)..-(1-P,) i 

c dal confronto di queste due formolo risulta subito la relazione che trat- 
tavasi di dimostrare. In virtù della quale, adunque, trattandosi di cal- 
colare il valore di S,, basterà calcolare quello di S|., ossia dì Sp e poi 
moltiplicarlo per à. 

47. È stato già osservato (n^SS) che la somma S,é una funzione periodica, 
e che il periodo è misurato da m, di guisa che questa funzione 6 comple- 
tamento determinata conoscendosi i valori che prende per m valori qua- 
lunque successivi di r, c per esempio quelli di So, S,, S,,...,S__,; si è ve- 
duto inoltre che gli m valori della funziono costituenti il periodo non sono 
già tutti tra loro disuguali ; ma allora può domandarsi se il numero dei 
suoi valori distinti sia, o no, determinato; nel caso affermativo, quale 
esso sia. Ora questa quistionc, che interessa moltissime applicazioni è 
risoluta immediatamente nella proposizione che segue; 

Il numero de' valori distinti e diversi da zero, che prende la funzione S„ 
è uguale alla potenza di 2 che ha per esponente il numero de' fattori primi 
disuguali esistenti in m. 

In effetti , dinotalo con D il mas; coni: div: di m' ed r', da chè il primo 
di questi due numeri è della forma m'=p,p,...p, , segue che i valori 
possibili di D sono tutti i divisori di m'; e però o ciascuno degli cle- 
menti p,,p, p, , 0 ciascuno de’ loro prodotti a due a due, a tre a 
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tre, eie: eie: Laonde, dovendo tra questi valori comprendersi l’unit.\ 
risulta che il loro numero totale ammonta a 2' ; ma ognuno di quei va- 
lori conduco ad un valore diverso per S, ; dunque anche 2' saranno i va- 
lori disuguali di S- e diversi da zero. 

48. Segue da questa proposizione che si possono determinare tutt'i va- 
lori distinti della funzione S, rispetto ad un’equazione binomia di grado 
qualunque m, indipendentemente da’valori di r, trattandosi solo di tro- 
vare tutt'i valori di D, vale a diro tull'i divisori del numero 


c quindi a ciascuno, risoluto in fattori primi, applicare la formola (5) 
se m è diverso da m', e la (6) se m=m'. Supponiamo per un esempio 
che si vogliano tutt'i valori distinti di S. rispetto all’equazione 1 — a:”=0; 
essendo m=15 = 3.5=m', la funzione S, non può esser nulla (n“45); 
inoltre, siccome «=2, essa ammette 2*, cioè 4 valori distinti, rispon- 
denti a'quattro possibili valori di D=.l,3,5,3.5; ed applicando la for- 
mola (6) si trova: 


se D=1 

» D = 3 

» D = 5 

. D=3.5 


S.=-2 

S,=-4 

S,=-*-8 


49. Quando si conoscano tutt’i valori distinti della funzione ed i 
corrispondenti valori di D, si trova immediatamente il suo valore per 
qualunque valore dato di r. Cosi per la stessa equazione 1 — x"=0 vo- 
lendo, per esempio, il valore di S, por r=31=3.t7, sarà D = 3, o 
quindi S„= — 2; per r=52=4.13,si ha D = t, e perciò S„=l; 
per r=54=2.3‘, sarà pure D = 3 , e conseguentemente S,,= — 2; per 
r=55=5.tl sarebbe 0=5, ed S„— — 4; etc: eie: 

50. Con questo mezzo potrebbe facilmente costruirsi il completo pe- 
riodo degli m valori della funzione S,; prendendo ad esempio la stessa 
equazione t — x“=0, il periodo risulterebbe come segue: 


S.= 8 

S,= 1 


S. = 1 

S.= 1 


S. =-2 

S.=-2 

> 

S,.=-4 

. S.= 1 


S..= 1 

S.=— 4 


S,.=-2 

w 

li 

1 


S..= 1 

S,= i 


S..= 1 
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Ma in generale la formazione de) periodo sarà grandemente agevolata dalle 
seguenti osservazioni: 

I. Se m è un numero composto, generalmente espresso da p*' 
il periodo de' valori della funziono S, può farsi dipendere da quello 
de' valori della funzione S’ relativa all’equazione 1 — a;'” = 0, dove 
m'=p,p, . ..p, . Posto k = ^, È stato già osservato che, se r non è di- 
visibile per k, si ha S,=:0; segue da ciò che nel periodo: 

S., S. , S. , S_. 

sono nulli tult’i termini i di cui indici non sono divisibili per A; di modo 
che, esclusi questi termini, si ha la serie: 

S. , S, , , . . . , S , 

i di cui termini sono tutti diversi da zero, formando un periodo assai 
più ristretto di »i' termini; ed è questo periodo che può considerarsi 
invece del primo. Ora, essendo in generale (n° 46} : 

S,= kS; , 

1 

l’ultima serie può cangiarsi nell'altra: 

ks:, fcs;. ks: : 

e questa si forma moltiplicando per k i termini della serie 

Si , S, , Ss , . . . , S^._, , 

la quale costituisce il periodo de’ valori della funzione S}; adunque; 
Per ottenere il periodo dei valori della fitmione S,, diversi da zero, basta 
formare il periodo de’ valori della funzione S}, e moltiplicarne tutt'i termini 
per k. 

Per esempio, se si cercasse il periodo dei valori della funzione S. ri- 
spetto all'equazione 1 — a;‘”=;0, si osserverà che m=C75=3’.5*, 
m'=3.5 , A=3V5=46 ; ed il periodo domandato si formerà da quello 
dell’esempio precedente, moltiplicandone tutt’i termini per 45. 

II. Se rn è dispari, fatta astrazione dal primo termine del periodo, 
cioè da S, , si ha la serie S, , S, , . . . , S^, i» etti sono eguali due termini 
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qualunque equidittanli dagli etlremi. In fatti , dinotato con t uno de’nu> 
meri 1,2,.., m — 1 , è chiaro che S, ed sono due termini equidi- 
stanti dagli estremi; e si ha fratanto (n°37, 1, II) S;=S...,. Se ne ha già 
un esempio nel periodo relativo aH’cquazione 1 — x”=0. 

HI. Se ni è pari le due metà del periodo Sg , S S^, , cioè le serie: 

S.. S., S ed S„, S,.. S.. S_., 

hanno i termini ordinatamente uguali c di segni contrarii. In elfulti, 

dinotato con i uno qualunque do’ numeri 0, 1,2 — 1 , è chiaro 

che S,ed S, sono termini corrispondenti nelle due serie; e sibaln^SV, HI) 



IV. Nella stessa ipotesi di m pari, se dall'una o dall'altra delle due metà 
del periodo si escluda il primo termine, in ciascuna delle due serie for- 
mato in tal guisa accade che due termini qualunque equidistanti dagli 
estremi sono eguali tra loro e di segni contrarii. Per esempio, escludendo 
dalla prima metà il primo termine S„, si ha la serie S, , S,, . . . , 
dove, se s'indica con i uno de’ numeri 1,2,...,-” — 1 , i termini S, 
ed saranno equidistanti dagli estremi ; e si avrà (n° 37, 1 e IH) 



31. V’ha do' casi particolari, ne' quali il periodo si può formare al- 
l’istante; noteremo i più frequenti nelle applicazioni. 

1” Quando in è numero primo. Essendo £ = l , la funzione S, ammette 
due valori distinti, nascenti da'due valori di D, che sono 1 cd m, c si ha: 

se D — 1 , S.= — 1 , 

» D = m , S,=tn — 1 . 

Quindi si vede che nel periodo S„,S, ,S il primo termino S„ 

è uguale ad m — 1 , mentre ciascuno degli altri è uguale a — 1. 

Quando m i potenza di un numero primo p. .Mlualmente si ha m'—p, 
k——, j = l ; 0 la funzione S. , nulla semprechè r non è divisibile por 

p 

k, ammette ancora due valori distinti diversi da zero; laonde conside- 
rando il periodo più ristretto di questi valori diversi da zero, cioè S,, S„ 

0 
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Sj. . I 0 meglio S„, , S,r , . . . , , si ha che il primo ter- 
mine è uguale a (p — * ciascuno degli altri uguale a — 


3* Quando m=2p, ettendo p numero primo maggiore di 2. In questo 
caso la funzione S,t ohe non può esser nulla, ammette quattro valori di- 
stinti, rispondenti ai quattro valori di D=1 , 2, p, 2p; e sono: 


se D = 1 , 

. S = 

« Dz=2 

11 

1 

«i D=j> 

. S,= 

» D = 2p 

. s= : 


Posto ciò, essendo m=2p, numero pari, segue da una proprietà di- 
mostrata (n* 50, IH] che le due metà del periodo: 

S* » S, , S, S,,_, ed S,, , S^., , , . . . , S^_, 

hanno i termini ordinatamente eguali e di segni contrarii. Ora nellaprima 
metà non vi è che il termine S„ per cui D=2p, e quindi S„=p — 1; 
inoltre per niuno de'suoi termini può aversi D=p, ma sibbene, a co- 
minciare dal secondo termine S, , si ha alternativamente D=t e D=2; 
laonde le due metà del periodo saranno formate come segue: 


s. 

= p— 1 , 

S, 

=1— p 

S. 

=+l 

S,.. 

= -1 

S. 

=-l 

S„. 

= +1 

S. 

=+l 

S„. 

= -1 

S,- 



= -n 


e quindi, per esempio si avrebbero immediatamente i seguenti periodi: 
Perl— a:*=0, Perl — x“ , 


S.= 

3 

S,=-2 

S.= 

4 

S.= 

_4 

S.= 

1 

S,=_l 

S.= 

1 

S.= 

— 1 

S.=. 

— 1 

S.= 1 

S.= 

— 1 

S.= 

1 




s.= 

1 

S.= 

— 1 




S.= 

— 1 

S.= 

1 
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ARTICOLO 4“ 

Alcune trasformazioni delle funzioni intere o fratte di radici primitiee. 

52. Le riduzioni eie trasformezioni cui sogliono assoggettarsi le funzioni 
razionali, intere o fratte, delle radici di un’equazione algebrica qualun- 
que, divengono molto più semplici quando trattasi di equazioni binomio. 

Sia f una radice primitiva dcU’equazione: 

(t) 1 — x"’=0, 

e perciò radice dell'equazione di grado /t: 

(2) X.(p)=0 , 

avendo scritto XJpj por indicare ciò che diviene il fattore irriduttibile X 
ponendovi p in luogo di x. Ciò premesso rappresentiamo con /(p) una fun- 
zione razionale di p, che in primo luogo supporremo intera. Questa fun- 
zione, se di grado supcriore a fi, si può mediante l'equazione (2) ridurre 
a grado inferiore; e per ciò converrebbe dedurre dalla stessa equazione 
i valori delle potenze p“, p'* ', p'"’, etc: in funziono delle potenze di grado 
più piccolo di fi, e sostituire questi valori in f{p). Ma per un principio 
generale si può giungere allo stesso risultamento assai più brevemente, 
bastando per ciò di dividere f{f) per XJp); cd il residuo esprimerà la fun- 
zione ridotta equivalente ad /'(p), necessariamente di grado inferiore a fi. 
Tuttavolta, innanzi di procedere a questa divisione, tornerà utile di ope- 
rare sulla data funzione /(p) quelle semplificazioni che possono dipendere 
dall'essere p anche radice dell’equazione (1); quindi si sopprimeranno 
dagli esponenti di p i multipli di m; e se m è numero pari, questi espo- 
nenti si potranno inoltre diminuire di cangiando però il segno ad ogni 
termine cui tocca siffatta riduzione (n° 20). In questo modo la funzione 
f\f) verrà ridotta a grado minore di ^ ; se questo grado si trovasse anche 
minore di fi, la riduzione sarebbe compiuta; nel caso opposto si ricor- 
rerà alla divisione, com’è detto più sopra. 

Si può notare che, se i gradi di f\p) ed XJp) sono uguali, per avere la ri- 
dotta basterà togliere da f{f) la funzione X^fp) moltiplicata pel coefficiente 
della più alta potenza di p in f{f). 
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Una funzione intera di una radice primitiva di un’equazione binomia 
può dunque presentarsi sotto forme e gradi diversi ; ma, ridotta die sia 
a grado inferiore a quello del fattore irriduttibile, la funzione assume 
una forma determinata, incapace di ulteriori riduzioni. 

Per dare un esempio di siflattc riduzioni supponiamo 

e f sia radice deH’cquazione 1 — x''—0, per cui essendo: 
X..0>)=l-pVp‘=O, 

la funzione data potrà ridursi a grado inrcriorc al 4°. Ma cominciando 
dal sopprimere dagli esponenti i multipli di 12, si ha dapprima: 


f(.)=3-i~42(>— 2p’-i-2f)‘+10a’— 2|o' . 


Attualmente gli esponenti si possono anche diminuire di —, cioè di 6; 

« 

salvo il debito cangiamento di segni ; c quindi si ottiene: 

f(»)=3 +-2p-i-2o* , 


A questo punto , per avere la ridotta di grado inferiore al 4“, basta to- 
gliere da f(f] il doppio della quantità nulla X,.(p), ossia 2 — 2p,-t--p*; c 
cosi risulta in fine: 

r(p) ~ ^ "t- 2» 4- 2p* , 


forma determinata, che non ammette ulteriori semplificazioni. 

53. Supponiamo in secondo luogo che f{f) sia una funzione fratta , e 


pongasi : 



dove con 9 (p) e f (p) intendiamo funzioni intere qualunque, e p figura tut- 
tavia una radice della(2). Posto ciò rammcntcrcmochoogni funzione fratta 
razionale di una radice di qualsivoglia equazione algebrica si può trasfor- 
mare in una funzione intera della stessa radice, la quale si può presen- 
tare sotto forme e gradi diversi, ma che assume una forma completamente 
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determinata tostochè sia ridotta a grado inferiore a quello dell’equaziono. 
Molti metodi esistono per calcolare questa Irasformuta; ma intorno a ciò 
si può riscontrare SKniiET, Cours d' Algebre Supèrieure, S' ed. pag. 38, ed 
una nota alla nostra memoria sullo sviluppo delle fumioni frolle razionali. 
Pel caso presente ci limitiamo a faro osservare che il principio de'coclll- 
cienli indeterminati potrebbe fornire uno de'inczzi più semplici per ri- 
solvere la quistione dì cui è parola. In fatti, siccome la trasformata 6 ri- 
ducibile a forma determinala di grado inferiore a s', si potrà supporre: 

e la quistione ai riduce a determinare le pi costanti 4„, i,, . . . , . Li- 
berando da'fratti si ha l’equazione: 

(3) r (p) = [ fc.-H k. p -r k.p’-t- . . . + k^.e^'ì ^ t») , 

la quale mediante la (2) può ridursi a grado inferiore a pi, e però alla forma: 
K,4-K,p4- K^_,p*’''=0 . 

dove i fi cocfllcicnti K„, K,,...,K^_, sono funzioni date lineari delle pi 
costanti A, , t, , . . . , . Questa equazione di grado pi — 1 , essendo sod- 

disfatta dalle fi radici della {2), è necessariamente identica; c da ciò ri- 
sultano le fi equazioni lineari; 


K,=0. K. = 0, K.=0, ... K ,=0, 


le quali determinano le pi costanti , e con esse resta in conseguenza de- 
terminala la trasformala intera della data frazione. 

bisogna osservare che la possibilità della trasformazione esige che il 
denominatore -^(p) della data frazione sia primo con la funzione X_(p), il 
che subito si rileva dalla (3). 

54. Aggiungeremo inoltro che la trasformazione della frazione ^j^può 

farsi immediatamente dipendere da quella della frazione più semplice 
perebò, trovata la funzione intera equivalente a quest' ultima frazione, 
basterà moltiplicarla per salvo a ridurre il prodotto, ove ciò si vo- 
lesse, a grado inferiore a quello di X_(p). 
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ss. Noteremo da ut timo clic le funzioni intere equivalenti a potenze della 
frazione si possono ottenere nelle corrispondenti potenze della funzione 


intera equivalente alla frazione medesima. Ma, lasciato da landa il caso 
generale, dobbiamo ora richiamare l'attenzione sopra un caso particolare, 
che più specialmente interessa il soggetto della presente memoria; quello 
cioè in cui il denominatore |(p) della data frazione è un prodotto di bi- 
nomii della forma 1 — x'. In questo caso, indipendentemente da’ metodi 
generali, è possibile di avere all'istante c senza calcolo di sorta una fun- 
zione intera equivalente alla data frazione, il che è conseguenza imme- 
diata del teorema dimostrato nel n® 21, che « se p 6 radice primitiva 
o dell'equazione 1 — a;“=0, il prodotto dc’binomii 1 — p, 1 — p*, 1 — p’, 
« 1 — p"*' è uguale al grado m dell’ equazione istcssa ». Sia: 




cd ammettiamo in primo luogo che gli esponenti a,b,...,l siano tutti 
più piccoli di m. Se questi esponenti fossero i numeri naturali I, 2, 3,..., 
m — 1 la trasformazione sarebbe già compiuta, perchè allora si avrebbe 
^(p)=m, e quindi la frazione sarebbe equivalente alla funzione intera 
v(p) 

Ora la cosa non è punto diversa se gli esponenti sono numeri qua- 
lunque minori di m, essendo evidente che basta introdurre come fattori 
comuni ne'due termini della frazione tutti que'binouiii che mancano noi 
denominatore a rendervi compiuta la serie 1 — p, 1— p‘. 1 “?’>•••! 

Anzi è manifesto che si ritorna al caso medesima se la funzione ^(p) ab- 
bia la forma più generale 

+0.)=(l-pr(t-pY...(i-p')‘ 

a,/3,. ..X essendo numeri qualunque interi e positivi. Supposto, per fis- 
sar le idee, che « sia il più grande di questi numeri, ne’due termini della 
frazione si potranno indrodurrc come fattori quo’binomii che occorrono 
aflinché il denominatore prenda la forma ; 


c con ciò la trasformazione è compiuta. 

Dopo ciò si comprende che il caso non è affatto differente se tra gli 
esponenti a,b,...,l ve ne siano de’ più gr.indi di m, perchè sopprimen- 
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done i multipli di m si ritorna a’ casi considerati. Se il grado della tras* 
formata risultante dal metodo esposto è maggiore di quello del fattore 
irridultibile X Ip), potrò, se piaccia, ridursi a grado inferiore; ma questa, 
ch'è una semplice riduzione, non offre alcuna dimcoltò; c quello che in- 
teressava si era diavcreunmctodoclio potesse condurre immediatamente 
ad una funzione intera equivalente alla data frazione. 

5C. Supponiamo che si tratti di trasformare la frazione 

1 1 


nella ipotesi che p sia radice primitiva di 1 — p’=0. Introducendo ne’ duo 
termini della fraziono i fattori 1 — p* ed 1 — p*, il nuovo denominatore 
diviene eguale a 7, e si ha cosi la trasformata intera; 

Questa espressione può ridursi a grado inferiore al C°, perchè: 


X,{p)=l -t-p+p*-t-f'+p*-+ p*+p*=0 : 


e quindi togliendone la quantilò nulla ^X,(p) risulta; 

^=— ;(,-^2pvp’-(-v+p*). 

Comunque semplice sia l'esempio qui proposto, pure senza il principio 
dal quale abbiamo fatto dipendere la trasformaziunc , converrebbe impe- 
gnarsi in calcoli ben altrimenti lunghi c fastidiosi. Cosi, so volesse ap- 
plicarsi il metodo generale descritto più sopra , si osserverò innanzi tutto 
che, essendo di 6° grado il fattore irriduUibile -X,(p), la trasformata è di 
grado inferiore al ti°; sicché dovrò supporsi: 


(1-P)ll-P’HI-P')(l -P‘) 


7 — fc.-l-fc,pH-fc.p’-*-fc,p'-l-fc,p‘-+-k,p‘ , 


e trattasi ora di determinare le sei costanti k „ , 4,, i,, t,, k,. A tal’ef- 

fetto bisogna sviluppare il denominatore del primo membro e ridurlo col 
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mezzo di X,(p); in seguito di che liberando daTratti si lia l'eguaglianza; 

[it.-*- fc. f + fc, p’+ fc, f • + *. ••+ A-, f ' ] + f - 2»‘+ 2p‘- 2f * ] - 1 = 0 . 

Ma perchè questa eguaglianza divenga identica è ancora necessario di 
sviluppare e ridurre il primo membro a grado inferiore al G”, sempre im- 
piegando la funzione X,fp]; ed a quel punto si eguaglieranno a zero i coef- 
ficienti delle potenze di p, per avere le equazioni lineari che determinano 
le costanti. Si perviene in tal modo alle sci equazioni: 

k,+ ìk,-\k,+ ik,—ik,— k,=l 
fc.4-3A.-2A. 4-2A.— 3A,=0 

3A.— A.4-2A.— 2A,4- A.=0 
2A.— 2A.-+- A.— 3fc, 4-3A,=0 
2A. _2k.4 3A.4- A.— k,=0 

ìk—ik,+ ik,—2k,— A. =0 

le quali risoluto porgono 7A„= — 0, 7t,= — 1, 7A',= — 2, 7A,= — f, 
7A,= — 2, 7i.= — 1; e questi valori coincidono co’codficicnti della tra- 
sformata cosi prontamente ottenuta nel testo. 

Per un altro esempio sia proposta la frazione; 

1 i 

Uf)~ (l-p’nl-p‘)(l-p*Ki- 

c supponiamo che p sia radice primitiva di i— p'°. In questo caso vi sono 
degli esponenti che possono diminuirsi di 10; ed in seguito di ciò la fra- 
zione diviene : 

1 _ 1 

+ (.») (l-pH1-P*)il-p‘)(l-p’Ml-f‘)(l-p’)(l-p‘)(l-p')’ 

Introducendo ne’ due termini della frazione il fattore 1 — p’, il denomi- 
natore della frazione risulta eguale a 10; e cosi si ottiene: 


1 

■iif) 


=ro('-^’> = 


nè qui vi ha luogo ad altre riduzioni, jiercbè la trasformata è di grado in- 
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ferioro a 4, grado del fallore irriduttibiie di 1 — f'°. Aggiungiamo un 
terzo esempio che dà luogo a qualche utile osservazione. Sia : 

1 1 

+ w -n a-p’)(i-p‘)(i-p”)a -?■■) ■ 


c p radice primitiva di 1 — p'=0. Per la soppressione dagli esponenti 
dc'multipli di 5 la frazione si muta in qucst'aitra: 

1 1 

+0>)“(1-pH1-p*)’(4-pT(1-»‘) 

c siccome (1 — p)(l — p")(l — p’)(l — 1>')=5, cosi avremo ancora; 

11 1 

;(p)-5(1-pT(W) • 

Introducendo ora ne'duo termini della frazione i fattori 1 — p ed 1 — p*, 
verrà : 

J 1 (4-p)(l-p‘) . 

^(p)-5- 1-p* ’ 

ed a questo punto converrebbe ancora introdurre i fattori 1— p, 1— p’, 1— p*; 
ma possiamo dispensarcene osservando che il numeratore è immediata- 
mente divisibile per 1 — p‘; donde seguo senza più: 

,^=J.(l-p)(l+?*) = J(i-P+P-P’) • 

Qui pure non vi ha più luogo ad ulteriori riduzioni perchè la trasformata 
è di grado inferiore a quello del fattore irriduttibiie di 1 — x’. 
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